
IV  Б О Б . ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИЦЛАР

23- § да алгебраик чизиц ва унинг тартиби тугрисида тушунча 
келтирилган эди. 24 — 30-§ ларда биринчи тартибли алгебраик чи­
зицнинг хоссаларини унинг тенгламасига асосланиб текширдик. Бу 
бобда иккинчи тартибли алгебраик чизикларнинг геометрик хоссала­
рини урганишга утамиз1. Айрим «айниган цолларни» (икки тугри чи­
зицца айланиб кетиш, мавхум чизицлар ва х. к.) назарга олмасак, 
иккинчи тартибли чизицлар учтадир (эллипс, гипербола, парабола). 
Бу чизицларнинг талай хоссалари цадимги Греция олимлари т о м о н р - 
даноц очилган эди (Менехм, Аполлоний ва бошцалар, эрамиздан 
олдинги IV — III асрлар). Бу чизицлар астрономия, механика фан­
лари ва техникада кенг цулланьлади.

48-§. Эллипс

1. Т а ъ р и ф  и, к а н о н и к  т е н г л а м а с и .  Текисликда цар бир 
нуцтасидап фокус лар деб аталувчи берилган икки Р 1У Р 2 нуцтагача 
булган масофалари йигиндиси берилган Рф кесма узунлигига тенг 
булган барча нуцталар туплами эллипс деб аталади. Берилган кесма 
узунлиги фокуслар орасидаги масофа дан катта2.

Берилган кесманинг узунлигини 2а (а >  01 билан, фокуслар ора­
сидаги масофани 2с (с > 0 )  билан белгилаилик. Таърифга кура3 а > с .

Эллипсдаги ихтиёрий М  нуцтанинг Г.  ва Р 2 фокуслардан масо­
фалари унинг фокал радиуслари дейилади ва мос равишда г х, г2 би­
лан белгиланади, яъни

=  м ) ва г2= р ( Р 2,М ) .
Эллипснинг таърифига ку­

ра г г, г 2 фокал радиусларнинг 
йигиндиси узгармас булиб, бе­
рилган кесма узунлигига тенг, 
яъни
р (/г1, М) - ~ р ( Р 2, М)  =  2а ёки 

г 1 + г 2 — 2а. (1)
(1) тенглик эллипсга те­

гишли ихтиёрий нуцта учун 
уринли булиб, уни координа- 
таларда ифодалайлик.

Декарт реперини тенглама-

1 Текисликдаги элементар аналитик геометрияда асосан 1-ва 2 - тартибли ал­
гебраик чизицлар урганилади, холос.

2 Берилган кесманинг узунлиги (Р<2 =  2а) фокуслар орасидаги масофадан кат­
та булмаган холда эллипс кавжуд булмайди, чунки учбурчак ^оидасига к у р а  
Р (/Г1 . Щ  — р (Р2. Щ  >  р (/г1, Г,,) холда эллипс кесмага айланади.

3 а =  с холда эллипс кесмага айланади.
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нинг содда булишига имкон берадиган килиб танлаймиз: абсциссалар 
уцини фокуслар оркали Р 2 дан Р г га йуналтириб утказамиз. Р, Р2 
кесманинг урта перпендикулярини 128-чизмада курсатилган йуна-
лишда ординаталар уци деб оламиз. Танланган бу (О, г, /) репер­
да Р х ва Р2 ну^таларнинг координаталари мос равишда (с, 0) ва 
(— с, 0) булади.

Эллипсдаги ихтиёрий М  нуцганинг координаталарини х, у  билан 
белгиласак, икки нуцта орасидаги масофа формуласига кура

г ,  =  У ( х  — с)2 +  у \  (2)

Г 2 =  У { х  +  с)2 +  у 2.

г г, г г нинг (2) муносабатлардаги кнйматларини (1) тенгликка ^уйиб, 
ушбу тенгламага эга буламиз:

У { х  — с)2 +  у 1 +  У  (х +  с)2 +  у-  =  2а. (3)
(3) тенглама танланган реперга нисбатан эллипснинг тенгламасидир, 
чунки М (х, у) нуктанинг координаталари бу тенгламани фа^ат М  
нуцта эллипсга тегишли булган холдагина цаноатлантиради.

(3) тенгламани каноник тенглама деб аталувчи куринишга кел- 
тирамиз.

(3) тенгламанинг биринчи хадиии унг томонга утказиб, ^осил 
булган тенгламанинг иккала томонини квадратга оширсак.

х2 +  2 сх +  с2 +  у 2 =  4а2 — 4а У  (х — с)2+ у 2 +  х- — 2 сх +  с2 +  у 2. 

Бундан

2сх =  4а 2 — 2сх — 4а У ( х  — с)2-\-у2
ёки

а У  (х — с)2+ у 2 =  а2 — сх.

Хосил цилинган тенгламанинг иккала томонини яна квадратга оши- 
рамиз:

а2х2 — 2 а~сх +  а 2с2 +  а2у 2 =  а* — 2 а2сх +  с2х2,
бундан

(а2 — с2) х2 +  а2у" — а 2 (а2 — с2). (4)
а >  с=>а2 >  с2, демак, а2 — с2 >  0, бу мусбат сонни Ь2 деб олай- 
лик:

Ь2 =  а 2 — с2, (5)
у холда (4) тенглик ^уйидаги куринишда ёзилади:

Ь2х2 +  а2у 2 =  а2Ь2. (6)
(6) ни а2Ь2 га булиб, ушбу тенгламага эга буламиз:

К* . и* ,



Энди (7) тенглама хацицатан хам эллипсни ифодалашини исбот 
циламиз, чунки эллипс тенгламаси ^3) куринишда олинган эди. (7) 
тенглама (3) тенгламани икки марта радикаллардан цутцариш билан 
цосил цилинди. Демак, (7) тенглама (3) тенгламанинг натижаси, 
бошцачя айтганда, координаталари (3) ни каноатлантирадиган хар 
бир нуцта (7) тенгламани хам цаноатлантиради. Лекин (3) тенглама-
(7) тенгламанинг натижаси экани равшан эмас. (3) тенглама (7) тенг 
ламанинг натижаси эканини курсатамиз.

М г (хх, у г) (7) тенгламани цаноатлинтирувчи ихтиёрий нуцта бул­
син, яъни

2 2

+ *  = 1 .
а* 62 (8)

М г нуцта учун г г +  г 2 — 2а тенгликнинг бажарилишини курса- 
тамиз.

М х нуцтанинг фокал радиуслари,

г х =  У ( х 1— с)*+у~,  

Г2 =  V  (х, +  Су  + у \ .

(9)

(10)

л I 1 1(8) тенгликдан у \  =  Ъ~ [ 1 ------- ), бу цийматни (9) ва (10)

ларга цуйиб,

тенглик-

г,- у
/  а^-Ь- х? — 2сх. +  {Ь2 +  с2).

г . - у
а 2— 62

а2 х2, +  2сх. +  (Ь2 4  с2)

тенгликларга эга буламиз. (5) мунос^батдан с2 =  а? — Ь- ва а 2 =  
=  Ь2 +  с2, шунинг учун юцоридаги тенгликлар ушбу куринишни 

олади:
\2  _ С с

—  х 1 — а = . а ------ хл
)  ” а а

г,  1/  ( — х ^ а Х  =  \ - х г+ а  
т \ а ! 1а

а -I—  д , 
а (П)

Юцоридаги сабабларга кура 0 <  — <  1, (8) тенгликдан =*-1 х х I <  а.
а

с с с 
У ^олда — \ х 1 \ < а ,  шунинг учун а ------л, >  0 ва а  +  —^ > 0 .  Бу-

а а а
ларни эътиборга олсак, (11) тенгликлар ушбу куринишни олади:

( 12)г х =  а ------ х{, г г =  а +
а а

(12) тенгликларни ^адлаб цушсак,
г г +  г 2 =  2 а
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га эга буламиз. Демак, координаталари (7) тенгламани каноатланти- 
радиган х,ар кандай М х (хх, у х) ну^та эллипсга тегишли.

(7) тенглама эллипснинг каноник тенгламаси дейилади.
(12) тенгликлардан ушбу хулоса келиб чицади: эллипснинг ихти­

ёрий М  (х , у) ну^тасининг г х, г2 фокал радиуслари бу нуктанинг 
абсциссаси оркали

куринишда чизикли ифодаланади.
Агар хусусий >^олда а =  Ь булса, эллипснинг тенгламаси

куринишни олади. Бу тенглама маркази координаталар бошида ва 
радиуси а га тенг айланани ифодалайди. Демак, айлана эллипснинг 
хусусий холи, а =  Ъ булганда Ь- =  а* — с2 дан с — 0. с ф  0 булганда 
аг — Ь2 =  с2=  ̂а >  Ь.

М и с о л .  Хар бир ну^тасидан / , ( 4 ,  0), / г2 (— 4,0) ну^таларгача 
булган масофалар йигиндиси 10 га тенг нукта лар тупламинииг тенг­
ламасини топинг.

Е ч и ш .  Изланаётган ну^талар т_, плами берилишига кура эллипс- 
дир ва 2 а = 1 0 = ^ а  =  5, С в 4 ,  Ь2 =  а2 — с2 муносабатдан Ь2 — 9, 
Ь =  3. Демак, изланаётган эллипснинг каноник тенгламаси цуйида- 
гича булади:

Х'г, у*
2. Э л л и п с  ш а к л н .  Э л л и п сн и н г----- — = 1  <7) каноник

Ь-
тенгламаси буйича шаклини урганамиз.

1. (7) тенгламадан куринадики, эллипс иккинчи тартибли чизи^.
2. Эллипс чегараланган чизик; (агар фигуранинг барча нукгалари 

бирор доирага тегишли булса, уни чегараланган фигура  деб атала-

с Iг.  — а ------ х  ва — а Н------х (13)а

ди). (7) тенгламадан куриниб ту- 
рибдики, унинг чап томонидаги 
ифода доимо мусбат булиб, ^ар

Р-
бир хад ^уйидаги шартни цаноат-

лантириши керак: — < 1 ,  — < 1 .& 62

Демак, (7) тенглама билан 
аницланган эллипснинг барча нук,- 
талари томонлари 2 а, 2 Ь булган 
тугри туртбурчак ичига жойлаш-

3. (7) тенглама билан аниь;- 
ланган эллипс координаталар ук- 
ларига нисбатан симметрикдир. 
Ха^и^атан, М  (х, у) шу эллипс-129- чизма
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нинг бирор нуцтаси булса, яъни х, у  сонлар (7) тенгламани ка- 
ноатлантирса, у вактда (7) тенгламада узгарувчи х, у  нинг факат 
квадратлари цатняшгани учун бу тенгламани М г (— х, у), М 2(х,
— у) ва М3 (— х, — у) нуцталарнинг координаталари хам цаноатлан- 
тиради. М ] нуцта Оу уцца нисбатан, М 2 нуцта Ох укца нисбатан 
М  нуцтага симметрикдир (129-чизма). Шунинг учун координата уц­
лари эллипснинг симметрия уцларидир. Симметрия уцларининг ке­
сишган нуцтаси О (0, 0) эллипснинг маркази дейилади, фокуслар 
ётган уци унинг фокал уки дейилади.

4. Эллипснинг координата уцлари билан кесишган нуцталарини 
топамиз. Масалан, Ох уц билан кесишган нуцталарини топиш учун 
ушбу тенгламаларни биргаликда ечамиз:

(14) системанинг иккинчи тенгламасидан у  =  0 ни биринчи тенгла- 
масига цуйсак, х — ±  а цосил булади. Шундай цилиб, эллипс Ох 
уцни А ! (а, 0) ва Л2 (— а , 0) нуцталарда кесади. Шу сингари 
эллипснинг Оу  уц билан кесишган В, (0, Ь) ва В2(0, — Ь) нуцтала­
ри топилади. Эллипснинг координата уцлари билан кесишган пуцта- 
ларини унинг учлари дейилади. Эллипснинг туртта учи бор, улар:

А гА2 кесма ва унинг узунлиги 2 а эллипснинг катта уки, О А г 
кесма ва унинг узунлиги а эса эллипснинг катта ярим у$и дейи­
лади. В 1В2 кесма ва унинг узунлиги 2 Ь эллипснинг кичик уки, О В г 
кесма ва унинг узунлиги Ь эса эллипснинг кичик ярим уки дейи­
лади.

5. Энди (7) тенгламани у  га нисбатан ечайлик:

Эллипс координата уцларининг хар бирига нисбатан симметрик 
булгани учун унинг биринчи координата чорагида ётган цисминигина 
текшириш етарли. Биринчи чоракдаги нуцталар учун х >  0, у  >  0 
булиб, эллипснинг бу чоракдаги цисми учун

Бундан (16) функииянинг монотон камаювчи эканлиги ва а 2 — хг >  
>  0 булиши, яъни а2 >  х 2 ёки |х| <  а булиши бевосита куринади. 
Демак, фацат биринчи чоракда иш кураётганимиз учун х <  а. !О о -  
ридаги цолларни эътиборга олсак, эллипснинг биринчи чоракдаги 
цисмини 130-чизмада курсатилган В1Л1 ёй деб тасаввур цилиш мум­
кин. Эллипснинг координата уцларига нисбатан симметриклигидан 
фойдаланиб, унинг биринчи чоракда цосил цилинган цисми буйича 
шаклини 131- чизмадагидек тасаввур килиш мумкин (131-чизма).

(14)
[У -  о.

А2, Вг, В2.

(15)

У =  + ^ У а 2 — х 2 . (16)
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У

в,

130-чизма 131-чизма

Э с л а т м а .  Агар эллипснинг фокуслари ординаталар уцида жой- 
лашиб 1̂ олса, унинг каноник тенгламаси хам (7) куринишда булади, 
бу ерда Ь >  а.

3. Э к с ц е н т р и с и т е т .  Т а ъ р и ф .  Эллипснинг фокуслари ора­
сидаги масофанинг катта укининг узунлигига нисбати эксцентриси­
тет дейилади ва эксцентриситет е ^арфи билан белгиланади.

2 с с
Таърифга кура е =  — =  — ^амда с <  а=>- 0 <  е <  1.

Эллипснинг эксцентриситета унинг шаклини аник,лашда мухим 
роль уйнайди. Х,акщатан х.ам> (5) Дан с2 =  а2 — Ь2, шунинг учун

бундан

а

Эксцентриситет е-*- 1 да (ле­
кин е <  1) — -*-0 булиб (бу ер- 

12
да а узгармайди деб фараз ^и- 
линади), Ь кичиклашади ва эл­
липс Ох у щ а  ^исила боради, ак-
синча е-*- 0 б у л с а , ------>-1 =>■

а
=> Ь-+а.  Бу холда эллипс айлана- 
га я^инлаша боради. 132-чизмада 
у  айлана ва 7 Х, у 2, у 3 эллипслар 
тасвирланган булиб, ех, е2, е3 бу 
эллипсларнинг эксцентриситет ла­
ри: ег >  е2>  е3.

М и с о л .  1) 16х2 Ч- 2 5 г/2 — 
—400 =  0; 2) 9 х2+ 2 5  у 2—2 2 5 = 0 .132- чизма
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16 х- +  25 у 2 =  400 => ~  +  — =  1; бу ерда ах =  5, Ьх =  4, сх =  

=  1^25 — 16 =  3, ег =  -  9 х 2+ 2 5 ы 2 =  225=> — +  —  =  1*>а. =
5 • 25 9 2

=  5, Ь2 =  3, с2 =  1 / 2 5 - 9  = 4 ;

. « ? , > ? , . ►  биринчи эллипс нккннчиснга нисбатан узннинг
&

катта уцига сицилган, яъни чу- 
зицроц.

4. Э л л и п с н и н г  ф о к а л  
р а д и у с л а р и  (7) эллипсдаги 
ихтиёрий /И (х, у) нуцтанинг 
фокал радиуслари (12) формула­
лар орцали ифодаланар эди.

- =  е эканини эътиборга олсак,
а
бу формулалар цуйидаги кури­
нишни олади:

гг =  а — ех; г2 =  а +  ех. (17)
5. Э л л и п с н и  я с а ш ,  п а ­

р а м е т р и к  т е н г л а м а л а р .  
Каноник тенгламаси билан берил­
ган эллипсни ясашни курсатай- 133 -  чизма
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лик. Марказлари координаталар бошида ва а >  Ь радиусли иккита 
ух, у 2 айлана чизамиз (133-чизма). Координаталар бошидан ихти­
ёрий нур чи^арайлик, унинг абсциссалар у к, и г а  огиш бурчаги ср бу­
либ, у 2 айланалар билан кесишган ну^талари Ь, N  булсин.

N нуцталаодан Оу уада параллел /, т  турри чизи^ларни ут­
казамиз. / П Ох — т ( ] О х  =  .V, б>лсин. N  нуктадан Ох увда па­
раллел турри чизи^ утказамиз, унинг V турри чизик билан кесишган 
М  нуртаси эллипснинг ну^таси булади. Хакикатан, М  нуктанинг 
координаталарини х, у  десак, ушбу муносабатни хосил киламиз:

,  . . .  X нх  =  а соз ф, у  =  Ь 51П ф еки -  =  соз ф, — =  зш ср,
а Ь

бу тенгликларнинг х,ар иккала томонини квадратга оширамиз ва >̂ ад-
лаб ь^ушсак, — +  —  =  1 - >  М  нуцта эллипснинг ну^тасидир. О дан

а2 Ь2
чицарилган ^ар бир нур эллипсдаги ну^тани беради. ф =  О,

л зФ =  — , ф =  л, ф =  — л кииматларга эллипснинг учлари мос кела-

ди. ф нинг 0 <  ф <  л  оралицдаги цийматларида эллипснинг Ох уц 
билан чегараланган юкори ярим текисликдаги нукталари, ф нинг 
л <  ф <  2 л  ^ийматларида эса ^уйи ярим текисликдаги нукталари 
хосил булади. Фа^ат эллипс устида ётган М (х, у) нукталарничг 
координаталаригина

О <  ф <  2 л  (А)

тенгламалар системасини каноат- 
лантиргани учун бу система эл- 
липсни аниклайди. (А) тенглама­
лар эллипснинг параметрик 
тенгламалари дейилади. Бу тенг­
ламалар эллипсни юкорида курса- 
тилган усулда ясаш учун асос 
вазифасини бажаради.

6. Э л л и п с —а й л а н а н и н г  
а ф ф и н  о б р а з и .  Т е о р е м а .  
\ а р  цандай эллипсни бирор ай­
лананинг диаметрига цисиш ал- 
маштиришдаги образи деб ца- 
раш мумкин.

И с б о т .  Текисликдаги бирор
(О, г , / )  декарт реперига нис- 
бати маркази координаталар бо­

шида ва радиуси а булган бирор айланани ^араймиз (134-чизма):

х2 +  у 2 =  а 2 ёки —— Н — =  1. (18)
а2 а2

Текисликни к — — коэффициент билан Ох увда цисиш алмаштирпи -

134- чизма
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ни бажарайлик' (45-§). Натижада текисликнинг цар бир М (х ,  у) 
нуцтаси шундай М' (X, У) нуцтага утадики, улар учун

Р №  =  к~РМ (19)
булади, бунда М М ’ т} рри чизиц Ох уккн перпендикуляр ва 
Р  _  М М '  П Ох, М ,  М' ,  Р  нуцталар бир хил абсциссага эга ва 
Р ^ О х  булгани учун (19) муносабат координаталарда ушбу куриниш­
да булади:

( х ’- х )  7 + { у — о) 7 -  к [(х -  + 1 4 -  о)7]

ёки
[х =  Х

1 V Г(*){, = — У. Л >
I *

Текисликни к -  — коэффициент билан Ох уцца цисишда (18) 
а

айланага мсс келган чизицнинг тенгламасини топиш учун (*) дан 
х, у  нинг! кийматларини (18) га цуямиз:.

X 2 , У2 .  х 2] . У2 .
------1------=  1 е к и ------- Ь =  1.
| а 2; — - к2а* а2 Ь2

Бу тенглама ярим уцлари а, Ь булган эллипсни ифодалайди. > айла- 
нани диаметрига цисиш алмаштиришида айлана эллипсга алмашинади.

Турри чизицца цисиш аффин алмаштириш булгани учун хар цан­
дай эллипсни бкрор айлананинг аффин образи деб караш мумкин. ▲

М и с о л .  х2 +  г/2 = 1 6  айланани Ох уцца цисиш натижасида
у  2 . |

------г  — =  1 эллипс хссил булган. Кисиш коэффициентиниЦ топинг.
Ь 3

Е ч и ш .  Эллипс тенгламасидан: а =  4, 6 — 3, к =  — =  — .
а 4

49-§. Гипербола

1. Т а ъ р и ф  и, к а н о н и к  т е н г л а м а с и .  Текисликда цар бир 
нуцтасидан фокуслар  деб аталувчи берилган икки Р г, Р2 нуцтагача 
булган масофалар айирмасининг абсолют циймати берилган кесма 
узунлигига тенг булган барча нукталар туплами гипербола деб ата­
лади.

Г ипербола таърифидаги берилган кесма узунлигини 2 а (а >  0) би­
лан, фокуслари орасидаги масофани 2 с (с >  0) билан белгилаймиз. 

Албатта
2 а < 2 с .  (*)х

1 Учбурчак цоидасига кура икки томон айирмаси учипчи томондан кичик. 
Биз а =  0 ва а — с дан иборат «айниган» доллар ни карамаймиз.
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